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Abitur 2023 Mathematik Geometrie V

Gegeben ist die Gerade g : )_(> =1 ]4+X 0 mit A € R.
1 -1

Teilaufgabe Teil A a (2 BE)

Zeigen Sie, dass g in der Ebene mit der Gleichung x; + xo + 3 = 2 liegt.

Teilaufgabe Teil A b (3 BE)

0 1

Gegeben ist aulerdem die Schar der Geraden Ay, : ? =0 )4+p-| a | mitpeRund
1 0

a € R. Weisen Sie nach, dass g und h, fiir jeden Wert von a windschief sind.

Gegeben sind die Punkte A(19|0/0), B(0/19]0), £(12|0|7) und F(0]12|7) (vgl. Abbildung 1).
Das Viereck ABFE liegt in der Ebene L.

Teilaufgabe Teil B a (3 BE)

Weisen Sie nach, dass das Viereck ABFE ein Trapez mit zwei gleich langen Seiten ist.

Teilaufgabe Teil B b (6 BE)

Bestimmen Sie eine Gleichung von L in Koordinatenform sowie die Groie ¢ des Winkels,
den L mit der z1 zo-Ebene einschlief3t.

(zur Kontrolle: z1 + x9 + 3 — 19 = 0; ¢ ~ 55°)
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Abbildung 1 zeigt den Kérper ABCDEFGH, bei dem die quadratische Grundfliche ABCD
parallel zur quadratischen Deckfliche EFGH liegt.

Der Korper ist symmetrisch sowohl beziiglich der z; z3-Ebene als auch beziiglich der zo x3-
Ebene. Auflerdem werden die Punkte Sy(0|0|k) mit k €]7; 4+o00[ betrachtet, die Spitzen von
Pyramiden EFGHS, sind.

20

15

Teilaufgabe Teil B ¢ (2 BE)

Bestimmen Sie rechnerisch denjenigen Wert von k, fiir den die Pyramide EFGHS), den
Koérper ABCDEFGH zu einer grofien Pyramide ABCDSy, ergénzt.

(zur Kontrolle: k = 19)

Teilaufgabe Teil B d (4 BE)

Zeichnen Sie die Pyramide EFGHS;5 in Abbildung 1 ein. Die Seitenfliche EFS;5 und
die Grundfliche EFGH dieser Pyramide schlieBen einen Winkel ein. Begriinden Sie ohne
weitere Rechnung, dass die Groéfle dieses Winkels kleiner als 45° ist; verwenden Sie dazu
folgende Information:

1
Fiir den Mittelpunkt M des Quadrats EFGH und den Punkt N mit ﬁ =5 (f + ?) gilt
M515 < W
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Der Kérper ABCDEFGHS; 5 stellt modellhaft die Knickpyramide des Pharaos Snofru dar, die
ca. 2650 v. Chr. in Agypten erbaut wurde (vgl. Abbildung 2). Dabei beschreibt die z o-
Ebene den horizontalen Boden; eine Langeneinheit im Koordinatensystem entspricht 7 m in
der Realitét.

Urspriinglich wurde mit dem Bau einer Pyramide begonnen, die im Modell der Pyramide
ABCDSjg entspricht. Aufgrund von Stabilitétsproblemen im Bauprozess musste die Neigung
der Seitenflichen gegeniiber dem Boden beim Erreichen einer bestimmten Hohe verdindert
werden. Der entstandene Knick ist namensgebend fiir die Pyramide.

Teilaufgabe Teil B e (3 BE)

Bestimmen Sie die Hohenénderung des Bauwerks, die durch die Bauplanénderung hervor-
gerufen wurde, in Metern. Begriinden Sie, dass im unteren Teil des Bauwerks der Neigungs-
winkel der Seitenflichen gegeniiber dem Boden um mehr als 9° groer ist als im oberen
Teil des Bauwerks.

Abitur Bayern 2023 Geometrie V
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Zu einem bestimmten Zeitpunkt fallen auf die Knickpyramide Sonnenstrahlen, die im Modell
durch parallele Geraden mit dem Richtungsvektor Sﬁ dargestellt werden. Der Schatten der
Spitze der Knickpyramide auf dem horizontalen Boden wird durch den Punkt 7" beschrieben.
Die Lote durch die Punkte F, F, G, H und S;5 auf die z1 zo-Ebene schneiden diese in den
Punkten E', F', G', H' bzw. S’. Diese sind zusammen mit der Grundfliiche der Pyramide und
dem Punkt 7" in Abbildung 3 dargestellt.
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Abb. 3

Teilaufgabe Teil B f (3 BE)

Berechnen Sie die Koordinaten von T'.

Teilaufgabe Teil B g (4 BE)

Der Schattenbereich der gesamten Pyramide auf dem Boden besteht im Modell aus zwei
kongruenten Vierecken. Zeichnen Sie diesen Schattenbereich in Abbildung 3 ein und geben
Sie die besondere Form der genannten Vierecke an.
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Loésung

Teilaufgabe Teil A a (2 BE)

0 1
Gegeben ist die Gerade g : ? =1 ]+X 0 mit A € R.
1 -1

Zeigen Sie, dass g in der Ebene mit der Gleichung z; + x2 + 3 = 2 liegt.

Losung zu Teilaufgabe Teil A a

Lagebeziehung Gerade und Ebene

1
Richtungsverktor der Geraden g: 0
-1
1
Normalenvektor der Ebene: 1
1
Erlauterung: Skalarprodukt
a1 N by
Das Skalarprodukt zweier Vektoren i~ as und b = by ergibt sich aus
asz bs

der Summe der Produkte der Komponenten der Vektoren.

- ay b1
dob=|a Jof bo | =a1-b1+as-bs+as-bs
as b3
1 1
0 o 1 =140-1=0
-1 1

Abitur Bayern 2023 Geometrie V

http://www.abiturloesung.de/ Seite 6

Erlduterung: Senkrechte Vektoren

Das Skalarprodukt zwischen zwei Vektoren, die senkrecht zueinander stehen, ist
gleich Null.

Der Normalenvektor steht senkrecht auf dem Richtungsvektor der Geraden g.
Somit sind Ebene und Gerade parallel zu einander.

= g ist parallel zur Ebene

Aufpunkt (0/1]1) der Geraden in die Ebene einsetzen:
0+1+1=2
2=2

= g liegt in der Ebene

Teilaufgabe Teil A b (3 BE)

0 1

Gegeben ist auflerdem die Schar der Geraden hy : XZ =10 )4+p-| a | mtpueR
1 0

und a € R. Weisen Sie nach, dass g und h, fiir jeden Wert von a windschief sind.

Losung zu Teilaufgabe Teil A b

Lagebeziehung von Geraden

0 1

g:?: 1 ] 4+A 0
1 -1

0 1

ha:?: 0 |+p-| a
1 0

© Abiturloesung.de



Seite 7 Abiturloesung.de - Abituraufgaben

http://www.abiturloesung.de/ Seite 8

Erlduterung: Windschiefe Geraden

Zwei Geraden g und h sind windschief, wenn die Richtungsvektoren kein Vielfaches
voneinander sind und sich die Geraden nicht schneiden. Das ist der Fall wenn das
Gleichungssystem, das beim Gleichsetzen der beiden Geradengleichungen entsteht,
nicht aufgeht.

1 1 1 = k
0 =k-| a — 0 = ka
-1 0 —1 = 0 Widerspruch

= Die Richtungsvektoren sind kein Vielfaches voneinander

= g und h, sind nicht parallel und nicht identisch

Geraden schneiden: g N hy,

1 0 1

+A 0 =0 )+pu-| a

1 -1 1 0
0 1 1 A=
1 |+AX- 0 =+u-| a = 1 = pa
0 -1 0 -2 =0

Aus A\ = 0 folgt, dass p = 0 und somit in der 2. Gleichung 1 = 0, was ein Widerspruch ist.

= g und h, sind zueinander windschief

Teilaufgabe Teil B a (3 BE)

Gegeben sind die Punkte 4(19(0]|0), B(0]19]0), £(12|0]7) und F(0[12|7) (vgl. Abbildung
1). Das Viereck ABFE liegt in der Ebene L.

Weisen Sie nach, dass das Viereck ABFE ein Trapez mit zwei gleich langen Seiten ist.
Losung zu Teilaufgabe Teil B a

Lagebeziehung von Vektoren

Abitur Bayern 2023 Geometrie V

0 19 ~19
AB=B-A=| 19 |- 0>_< 19
0 0 0
0 12 ~12
Eﬁ?ﬁ(u)(o)( 5
7 7 0
12 19 —7
ﬁ:ﬁ—Z:(O)—(O):(o
7 0 7
0 0 0
ﬁ‘?ﬁ(u)(lg)(?
7 0 7

Erlduterung:

Der Vektor E ist in Vielfaches vom Vektor ]ﬁ% Somit sind die Vektoren parallel

zueinander.
—-19 —12
A= 10 |22 1 | 2B
0 12 0 12

=~ AB|EF
= Das Viereck ist ein Trapez
Ldnge eines Vektors
-7 0
w= | o )=/ )=

7 7

= Das Trapez hat zwei gleich lange Seiten

Erlduterung:
ai
Die Léinge (bzw. der Betrag) | @| eines Vektors @ = [ ao ist gegeben durch:
as

2
al al
%
7| =|[ a2 ||= as =/a? + a2 + a?
az az
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Teilaufgabe Teil B b (6 BE)

. . . . . L. X Erlduterung: Vereinfachen
Bestimmen Sie eine Gleichung von L in Koordinatenform sowie die GréBe ¢ des Winkels,

den L mit der z; zo-Ebene einschliefit. Die Linge eines Normalenvektors ist nicht entscheidend fiir die Ebenengleichung.
Der Normalenvektor muss nur senkrecht zur Ebene stehen.
(zur Kontrolle: z1 + z9 + 23 — 19 = 0; ¢ &~ 55°) Vereinfachungen durch Teilen/Multiplizieren durch/mit einen Faktor sind erlaubt.
. . . 1
Losung zu Teilaufgabe Teil B b Hier wird der Normalenvektor mit 3 multipliziert.
Ebene aus dret Punkte Das erleichtert das Weiterrechnen wesentlich.

Richtungsvektoren der Ebene L:

1 1 1
-19 -7 = nf=—=-133: =(1
AB= 19 |, AE= 0 (s. Teilaufgabe Teil B a) 133 1 1
0 7
A sei Aufpunkt des Ortsvektors der Ebene L. Ebenengleichung in Normalenform bestimmen:

Ebenengleichung in Normalenform
Erlduterung: Normalenform einer Ebene

— . .
Normalenvektor nf der Ebene L bestimmen: Zum Aufstellen der Normalenform einer Ebene werden nur der Normalenvektor

und ein Punkt P aus der Ebene (Aufpunkt) benétigt.
Erlduterung: Vektorprodukt E:nfo } =ngo ?
— —
Das Vektorprodukt (Kreuzprodukt) @ x b zweier Vektoren @ und b st ein

k krecht auf i ktore f, E steht.
Vektor 77, der senkrecht auf der von beiden Vektoren au gespannte Ebene steht Hier (A ist Aufpunkt):

Fiir die komponentenweise Berechnung gilt:

ay by ag - b —as - b 1 1 19
H
?X b = az X ()2 = (lg-blfal'bg L: 1 0}): 1 © 0
az b3 aj by —az by 1 1 0
———
L A
L: +2o+23=194+0+0
- ~19 7 133+0 133 1 T
AB x AE = 19 X 0 = 0+ 133 = 133 =133 1 Lz +as+as—19=0
0 7 0+ 133 133 1

Winkel zwischen zwei Ebenen

Normalenvektor 71/ der Ebene L:  7f =

Normalenvektor der x1 zo-Ebene: W=

—oo =

Abitur Bayern 2023 Geometrie V © Abiturloesung.de
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Erlduterung: Winkel zwischen zwei Vektoren

—
_, Tng E
Nng

/

Der Winkel « zwischen zwei Ebenen E und G ist gleich dem Winkel zwischen den
Normalenvektoren n_E> und n_&

Winkel ¢ zwischen den Normalenvektoren der Ebene L und der x; x2-Ebene bestimmen:

Erlauterung: Skalarprodukt, Winkel zwischen zwei Vektoren

s
Aus der allgemeinen Definition des Skalarproduktes zweier Vektoren @ und b
— — —
dob :|?|<‘b‘-cosé<7, b)
—_———
folgt fiir den Winkel « zwischen den beiden Vektoren:
Tol
cosa =

ok
@l |7

(Formel zur Winkelberechnung zwischen 2 Vektoren)

— =
o
= o o

cosp = ——F————

—_ =
_ o O
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Erlduterung: Betrag eines Vektors

ay
Die Liinge (bzw. der Betrag) |@| eines Vektors @ = [ ag ist gegeben durch:
as
al al 2
dl=|[ a2 || =, as =/a? + a3 + a3
as as
0
Fiir den Richtungsvektor der z7 z9-Ebene =0 gilt z.B:
1

|7 =V02+02+12=1

0+0+1 1
COSYPp = ————ouo— = —

V2124121 V3
1

-1 o

= @ =cos (— ~ 54,7

\/§>

Teilaufgabe Teil B ¢ (2 BE)

Abbildung 1 zeigt den Kérper ABCDEFGH, bei dem die quadratische Grundfliche ABCD
parallel zur quadratischen Deckfliche EFGH liegt.

Der Korper ist symmetrisch sowohl beziiglich der 1 23-Ebene als auch beziiglich der z2 x3-
Ebene. Aufierdem werden die Punkte Si(0|0|k) mit k €]7; +oo[ betrachtet, die Spitzen
von Pyramiden EFGHSy, sind.

© Abiturloesung.de
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Bestimmen Sie rechnerisch denjenigen Wert von k, fiir den die Pyramide EFGHSj, den
Koérper ABCDEFGH zu einer groen Pyramide ABCDSy, ergénzt.
Erlduterung: Mittelpunkt einer Strecke

(zur Kontrolle: k = 19) Die Formel fiir die Berechnung des Mittelpunktes M zwischen zwei Punkten A

und B lautet:

M’:%.(X+§)

Losung zu Teilaufgabe Teil B ¢

Lage eines Punktes

Liaitaytas—19=0 N ist der Mittelpunkt der Strecke [EF].

Sk € L — 0+0+k—-19=0 — k=19

Teilaufgabe Teil B d (4 BE)

Zeichnen Sie die Pyramide EFGHS;5 in Abbildung 1 ein. Die Seitenfliche EFSi5 und
die Grundfliche EFGH dieser Pyramide schliefen einen Winkel ein. Begriinden Sie ohne
weitere Rechnung, dass die Grofie dieses Winkels kleiner als 45° ist; verwenden Sie dazu
folgende Information:

1
Fir den Mittelpunkt M des Quadrats EFGH und den Punkt N mit ﬁ =5 (E + ?)
gilt M515 < MN.

Losung zu Teilaufgabe Teil B d

Winkel zwischen zwei Ebenen

Abitur Bayern 2023 Geometrie V © Abiturloesung.de
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Erlduterung:

20

15¢

Die GroBle des betrachteten Winkels ist gleich der Grofle des Innenwinkels des rechtwinkligen
Dreiecks S;5sNM bei N.

Erlduterung:

Wegen MS;5 < MN ist der Winkel bei N im Dreieck S;5NM kleiner als der bei Sy5.
Wegen der Innenwinkelsumme ist die Summe der beiden Winkel gleich 90° und daher
ist der Winkel bei N kleiner als 45°.

Wegen MS;5 < MN ist dieser kleiner als 45°

Teilaufgabe Teil B e (3 BE)

Der Korper ABCDEFGHS; 5 stellt modellhaft die Knickpyramide des Pharaos Snofru
dar, die ca. 2650 v. Chr. in Agypten erbaut wurde (vgl. Abbildung 2). Dabei beschreibt
die 1 z9-Ebene den horizontalen Boden; eine Liangeneinheit im Koordinatensystem ent-
spricht 7 m in der Realitét.

Abitur Bayern 2023 Geometrie V
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Abb. 2

Urspriinglich wurde mit dem Bau einer Pyramide begonnen, die im Modell der Pyrami-
de ABCDSq9 entspricht. Aufgrund von Stabilitdtsproblemen im Bauprozess musste die
Neigung der Seitenflichen gegeniiber dem Boden beim Erreichen einer bestimmten Hohe
verdndert werden. Der entstandene Knick ist namensgebend fiir die Pyramide.

Bestimmen Sie die Hohenénderung des Bauwerks, die durch die Bauplaninderung her-
vorgerufen wurde, in Metern. Begriinden Sie, dass im unteren Teil des Bauwerks der
Neigungswinkel der Seitenflichen gegeniiber dem Boden um mehr als 9° groler ist als im
oberen Teil des Bauwerks.

Losung zu Teilaufgabe Teil B e

Anwendungsaufgabe

19-15=4

Hohendnderung: 4-7 =28 m

Erlduterung:

Der Winkel, der die Seitenflichen im unteren Bauwerk mit der Horizontalen bilden,
ist 55° grof} (s. Teilaufgabe Teil B b).

Der Winkel, der die Seitenflichen im obere Bauwerk mit der Horizontalen
bilden, ist kleiner als 45° (s. Teilaufgabe Teil B d).

55% — 45° > 9°

© Abiturloesung.de
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Teilaufgabe Teil B f (3 BE 12 0 12
¢ B SsE=FE-Su=[ o0 |- o )= o
Zu einem bestimmten Zeitpunkt fallen auf die Knickpyramide Sonnenstrahlen, die im 7 15 -8
Modell durch parallele Geraden mit dem Richtungsvektor Sﬁ dargestellt werden. Der
Schatten der Spitze der Knickpyramide auf dem horizontalen Boden wird durch den Punkt
T beschrieben.
Die Lote durch die Punkte E, F'; G, H und S5 auf die z1 z2-Ebene schneiden diese in den
Punkten E', F/, G', H' bzw. S'. Diese sind zusammen mit der Grundfliche der Pyramide Eine Gerade g ist durch einen Ortsvektor P und einen Richtungsvektor o
und dem Punkt 7" in Abbildung 3 dargestellt. eindeutig bestimmt:

Q:Y:?Jr/i'? ,peR

Erlduterung: Geradengleichung

Wenn hier Si5E als Aufpunkt genommen wird, dann ist Sis E der Ortsvek-
x4 Xp-Ebene )S tor (des Aufpunkts) der Geraden S;5E.
// \\
// \\ 0 12
/ G’ N Si5E - X=1{ o0 +A- 0
// \\ 15 —8
Va ™,
/// \\\ Schnitt Ebene und Gerade
< ; A 0
r
D \ H S F / B Normalenvektor der z1 zo-Ebene: W= 0 = 1x3=0 (Gleichung der z1 zo-Ebene)
\\ // 1
\\ // Gerade mit Ebene schneiden:
\\ //
\\ (= // Erlduterung: Schnitt Ebene und Gerade
\\ // Schneidet eine Gerade g : )_(> = 6 4+ A- 7 eine Ebene E in einem Punkt P, dann
Y, erfiillt die Geradengleichung fiir ein bestimmten Wert von A (von g¢) die Normalen-
A form der Ebene E.
T

Man setzt ¢ in E ein und 16st nach A auf.

Abb. 3

Hier wird also Si5E in die z; x2-Ebene eingesetzt und nach A aufgelost.

Berechnen Sie die Koordinaten von 7.

15-8\A=0
Losung zu Teilaufgabe Teil B f 15
A= 3

Geradengleichung aufstellen

Gerade Sq5E aufstellen:

Abitur Bayern 2023 Geometrie V © Abiturloesung.de
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Erlduterung: Finsetzen

15 x,xp-Ebene )\C
A = — wird in die Geradengleichung der Geraden eingesetzt.
s 7N
TN
/| ™
= 0 5 [ 12 22,5 // G \\
= 0 |+ 3 0 = 0 T(22,5]0/0) / \
15 -8 0 /! N

/V \\
\\ //

Teilaufgabe Teil B g (4 BE)

Der Schattenbereich der gesamten Pyramide auf dem Boden besteht im Modell aus zwei

kongruenten Vierecken. Zeichnen Sie diesen Schattenbereich in Abbildung 3 ein und geben \ /
oo . N 717
Sie die besondere Form der genannten Vierecke an. N \ / /
N E’ g
Losung zu Teilaufgabe Teil B g \\\\ // //
\\\Y/ L/
Projektion
! LY
T

Abb. 3

Die beiden Vierecke sind Trapeze.
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