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Abitur 2017 Mathematik Geometrie VI

Gegeben sind die beiden beziiglich der z; x3-Ebene symmetrisch liegenden Punkte A(2|3|1)
und B(2| — 3|1) sowie der Punkt C(0/2]0).

Teilaufgabe Teil A 1a (3 BE)
Weisen Sie nach, dass das Dreieck A B C' bei C rechtwinklig ist.

Teilaufgabe Teil A 1b (2 BE)

Geben Sie die Koordinaten eines weiteren Punkts D der xo-Achse an, so dass das Dreieck
A B D bei D rechtwinklig ist. Begriinden Sie Thre Antwort.

Gegeben ist die Ebene E : 221 + x9 — 2x3 = —18.
Teilaufgabe Teil A 2a (2 BE)

Der Schnittpunkt von E mit der x1-Achse, der Schnittpunkt von F mit der xz2-Achse und
der Koordinatenursprung sind die Eckpunkte eines Dreiecks. Bestimmen Sie den Flichen-
inhalt dieses Dreiecks.

Teilaufgabe Teil A 2b (3 BE)

Ermitteln Sie die Koordinaten des Vektors, der sowohl ein Normalenvektor von E als auch
der Ortsvektor eines Punkts der Ebene F ist.

Ein geschlossenes Zelt, das auf horizontalem Untergrund steht, hat die Form einer Pyrami-
de mit quadratischer Grundfliche. Die von der Zeltspitze ausgehenden Seitenkanten werden
durch vier gleich lange Stangen gebildet. Das Zelt ist 6 m hoch, die Seitenlinge des Zeltbo-
dens betrdgt 5 m. Das Zelt wird in einem kartesischen Koordinatensystem (vgl. Abbildung
1) modellhaft durch eine Pyramide A BC D S mit der Spitze S(2,5|2,5/6) dargestellt. Der
Punkt A liegt im Koordinatenursprung, C' hat die Koordinaten (5/5]0). Der Punkt B liegt auf
der z1-Achse, D auf der xo-Achse. Das Dreieck C' D S liegt in der Ebene E : 1225 + 5x3 = 60.
Eine Langeneinheit im Koordinatensystem entspricht einem Meter in der Realitt.
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Teilaufgabe Teil B a (3 BE)

Geben Sie die Koordinaten der Punkte B und D an und zeichnen Sie die Pyramide in ein
Koordinatensystem ein.

Teilaufgabe Teil B b (3 BE)
Ermitteln Sie eine Gleichung der Ebene F, in der das Dreieck D A S liegt, in Normalenform.
(mogliches Ergebnis: F': 1227 — 5ag = 0)

Teilaufgabe Teil B ¢ (3 BE)

Jeweils zwei benachbarte Zeltwénde schliefen im Inneren des Zelts einen stumpfen Winkel
ein. Ermitteln Sie die Groe dieses Winkels.

Teilaufgabe Teil B d (4 BE)

Im Zelt ist eine Lichtquelle so aufgehéingt, dass sie von jeder der vier Winde einen Abstand
von 50 cm hat. Ermitteln Sie die Koordinaten des Punkts, der im Modell die Lichtquelle
darstellt.

Teilaufgabe Teil B e (2 BE)

Bestimmen Sie eine Gleichung der Symmetrieachse g des Dreiecks C D S.

Teilaufgabe Teil B f (5 BE)

Ein Teil der Zeltwand, die im Modell durch das Dreieck C'D S dargestellt wird, kann
mithilfe zweier vertikal stehender Stangen der Lénge 1,80 m zu einem horizontalen Vordach
aufgespannt werden (vgl. Abbildung 2). Die dadurch entstehende 1,40 m breite Offnung
in der Zeltwand wird im Modell durch ein Rechteck dargestellt, das symmetrisch zu g
liegt. Dabei liegt eine Seite dieses Rechtecks auf der Strecke [C D]. Berechnen Sie den
Flacheninhalt des Vordachs.

Abb 2

1,80 m

1,40 m
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Loésung

Teilaufgabe Teil A 1a (3 BE)

Gegeben sind die beiden beziiglich der 21 z3-Ebene symmetrisch liegenden Punkte A(2|3|1)
und B(2| — 3|1) sowie der Punkt C'(0/2]0).

Weisen Sie nach, dass das Dreieck A B C' bei C' rechtwinklig ist.

Losung zu Teilaufgabe Teil A 1a

Nachweis - rechtwinkliges Dreieck
2 0
CA=A-T=[3]-|2]=

2
1
1 0 1
2 0 2
CB=B-C=| 3|-[2]=( -5
1 0 1

Erlauterung: Skalarprodukt
Das Skalarprodukt zweier Vektoren, die senkrecht aufeinander stehen, ist gleich 0.
2 2
1 Jo|f =5 | =4-5+1=0
1 1
=  AABC ist bei C rechtwinklig

CAoCB=

Teilaufgabe Teil A 1b (2 BE)

Geben Sie die Koordinaten eines weiteren Punkts D der zo-Achse an, so dass das Dreieck
A B D bei D rechtwinklig ist. Begriinden Sie IThre Antwort.

Losung zu Teilaufgabe Teil A 1b

Nachweis - rechtwinkliges Dreieck
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_x1x3 — Ebene

C

D(0] - 2/0)

D ist der Spiegelpunkt von C' beziiglich der x1 z3-Ebene.

Teilaufgabe Teil A 2a (2 BE)

Gegeben ist die Ebene E : 221 + x9 — 2x3 = —18.

Der Schnittpunkt von E mit der z1-Achse, der Schnittpunkt von E mit der xs-Achse
und der Koordinatenursprung sind die Eckpunkte eines Dreiecks. Bestimmen Sie den
Flacheninhalt dieses Dreiecks.

Losung zu Teilaufgabe Teil A 2a

Spurpunkte einer Ebene

E 221 +x9 — 223 = —18
r1-Koordinatenachse: } =\

xo-Koordinatenachse: ? =\

OO OO
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Erlduterung: Spurpunkte einer Ebene

Schnittpunkte einer Ebene mit den Koordinatenachsen nennt man Spurpunkte.
Um sie zu bestimmen, setzt man die Gleichung der Koordinatenachse in die Norma-
lenform (Koordinatenform) der Ebene ein, 16st nach dem Parameter A auf und setzt
diesen Wert in die Geradengleichung ein.

Spurpunkt S7 mit der z;-Koordinatenachse:

A+0+0=-18 = A=-9 =  S1(-9/0J0)

Spurpunkt Sp mit der zo-Koordinatenachse:

0+A+0=-18 = A=-18 = S0/ — 180

Flicheninhalt eines Dreiecks

Sz ]

- L
-18 o x2
251

1
A=2-.9.18 =81
29 8§=28

Teilaufgabe Teil A 2b (3 BE)

Ermitteln Sie die Koordinaten des Vektors, der sowohl ein Normalenvektor von FE als
auch der Ortsvektor eines Punkts der Ebene F ist.

Losung zu Teilaufgabe Teil A 2b

Vektor bestimmen
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sl
I
-

FE 22 +x9 — 223 = —18 =

Erlduterung: Normalenvektor

Ein Vektor der ein vielfaches von einem Normalenvektor einer Ebene ist, ist auch
Normalenvektor der Ebene.

V=k-np=k-| 1

Erlduterung: Finsetzen

Wenn der Vektor ¥ Ortsvektor eines Punktes der Ebene F ist, dann erfiillen seine
Koordinaten auch die Ebenengleichung.

2.2k +k—2-(—2k) = —18

9k = —18
k=—2
2 -4
= T=-2 1 =] -2
-2 4

Teilaufgabe Teil B a (3 BE)

Ein geschlossenes Zelt, das auf horizontalem Untergrund steht, hat die Form einer Py-
ramide mit quadratischer Grundfliche. Die von der Zeltspitze ausgehenden Seitenkanten
werden durch vier gleich lange Stangen gebildet. Das Zelt ist 6 m hoch, die Seitenldnge
des Zeltbodens betrigt 5 m. Das Zelt wird in einem kartesischen Koordinatensystem (vgl.
Abbildung 1) modellhaft durch eine Pyramide A B C' D S mit der Spitze S(2,5|2, 5/6) dar-
gestellt. Der Punkt A liegt im Koordinatenursprung, C' hat die Koordinaten (5/5]0). Der
Punkt B liegt auf der z1-Achse, D auf der z2-Achse. Das Dreieck C' D S liegt in der Ebene
E : 1229 + 5x3 = 60. Eine Lingeneinheit im Koordinatensystem entspricht einem Meter
in der Realitét.
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X3

Az

Geben Sie die Koordinaten der Punkte B und D an und zeichnen Sie die Pyramide in
ein Koordinatensystem ein.

Losung zu Teilaufgabe Teil B a

Koordinaten von Punkten ermitteln

C(5/5/0)

Erlduterung:

Die Grundfliche der Pyramide ist quadratisch. Aus den Punktkoordinaten von C
lassen sich die Koordinaten der Puntke B und D ableiten.

= B(5/0/0)
= D(0]5/0)
Skizze
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Az

/B C

Teilaufgabe Teil B b (3 BE)

Ermitteln Sie eine Gleichung der Ebene F, in der das Dreieck D A S liegt, in Normalen-
form.
(mogliches Ergebnis: F': 1221 — 5xzg = 0)

Losung zu Teilaufgabe Teil B b

Ebene aus dret Punkte
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X3

Erlduterung: Vektorprodukt

— —
Das Vektorprodukt (Kreuzprodukt) @ x b zweier Vektoren @ und b ist ein
Vektor ﬁ, der senkrecht auf der von beiden Vektoren aufgespannte Ebene steht.

Fiir die komponentenweise Berechnung gilt:

e

’//%

x1

Richtungsvektoren der Ebene F:

[==RN) R}

2,5
2,5

AS=F-A-=

s

6
A(0]0|0) sei Aufpunkt des Ortsvektors der Ebene F.

0 0
AD=D-A=(5]-(0]=
0 0
2 0
2 0
0

Ebenengleichung in Normalenform

Normalenvektor n-g der Ebene F' bestimmen:

N ai b] ag-b37a3-b2
7><b: az X b2 = a3-b17a1-b3
as b3 ay by —az - b
> In diesem Fall ist:
Xz
0 2,5 5:-6—-0 30
5 X 2,5 = 0—-0 = 0
0 6 0-5-2,5 —12,5
0 2,5 30
ADxA%=(5|x[25]|=| o
0 6 —12,5

Erlduterung: Vereinfachen

Die Linge eines Normalenvektors ist nicht entscheidend fiir die Ebenengleichung.
Der Normalenvektor muss nur senkrecht zur Ebene stehen.
Vereinfachungen durch Teilen/Multiplizieren durch/mit einen Faktor sind erlaubt.

2
Hier wird der Normalenvektor mit 5 multipliziert.

Das erleichtert das Weiterrechnen wesentlich.

9 30 12
= Tﬁ;:;. 0 = 0
2\ -12,5 -5

Ebenengleichung in Normalenform bestimmen:
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Erlduterung: Normalenform einer Ebene Erlduterung: Winkel zwischen zwei Vektoren

Zum Aufstellen der Normalenform einer Ebene werden nur der Normalenvektor
und ein Punkt P aus der Ebene (Aufpunkt) benétigt. —

_. TNg E
n
E: ﬁg o )? = ﬁ) o ? E
a
Hier (A ist Aufpunkt): G
12 12 0 /
F:l o JoX={ 0 |ofo
-5 -5 0
= RZ;—’ Der Winkel « zwischen zwei Ebenen E und G ist gleich dem Winkel zwischen den
E

Normalenvektoren n_E> und 7g .
F:12x175x3:0

Winkel ¢ zwischen den Zeltwénden bestimmen:
Teilaufgabe Teil B ¢ (3 BE) Erlauterung: Winkel zwischen zwei Vektoren

Jeweils zwei benachbarte Zeltwénde schliefen im Inneren des Zelts einen stumpfen Winkel

s
Aus der allgemeinen Definition des Skalarproduktes zweier Vektoren @ und b
ein. Ermitteln Sie die Grofle dieses Winkels.

70?:|7|~‘?’-cosé(7,_b)>
—_——

el

Losung zu Teilaufgabe Teil B ¢

Winkel zwischen zwei Ebenen folgt fiir den Winkel « zwischen den beiden Vektoren:
ﬁ
dob
cosa = ————
0 || - ] b ]
Normalenvektor der Ebene E:  np = [ 12
CrmACIvERton et Ehene e 5 (Formel zur Winkelberechnung zwischen 2 Vektoren)
12
Normalenvektor der Ebene F': 'I’L_F)‘ = 0 0 12
-5 12 ] o 0
5 -5
cosp =
v 0 12
12 - 0
5 -5
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Erlduterung: Betrag eines Vektors

ay
Die Linge (bzw. der Betrag) | @| eines Vektors @ = | ao ist gegeben durch:
as
al al 2
e as = as =/a? + a3 + d}
a3 a3
_040-25 -2
cosp = 165 V165 169

— sl ~ °
= @ =cos <169>~98,5

Teilaufgabe Teil B d (4 BE)

Im Zelt ist eine Lichtquelle so aufgehéngt, dass sie von jeder der vier Wénde einen Abstand
von 50 cm hat. Ermitteln Sie die Koordinaten des Punkts, der im Modell die Lichtquelle
darstellt.

Losung zu Teilaufgabe Teil B d

Geradengleichung aufstellen

http://www.abiturloesung.de/ Seite 14
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Az 1

/B C

X1

Erlduterung: Gerade Pyramide

Die Pyramide A BC D S ist eine gerade Pyramide, da alle Seitenkanten gleich lang
sind (s. Teil B Teilaufgabe a) und die Spitze S senkrecht {iber den Diagonalen-
schnittpunkt der Grundfliche liegt (Grundfléiche ist ein Quadrat mit Seitenléinge 5
und die z; und zo-Koordinate von S ist gleich 2,5).

Das Lot von S auf die Grundfliche verlduft somit durch den Diagonalen-
schnittpunkt der Grundfliche.

Die Lichtquelle befindest sich somit auf dieser Lotgeraden.

Gerade [ durch S parallel zur x3-Achse aufstellen:

© Abiturloesung.de
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Erlduterung: Geradengleichung

Eine Gerade ¢ ist durch einen Ortsvektor ? und einen Richtungsvektor K

eindeutig bestimmt:

g:j():?Jr,lt-? ,weR

Wenn hier S als Aufpunkt genommen wird, dann ist ? der Ortsvektor (des

Aufpunkts) der Geraden .

2,5 0
X =25 |+r[o0
6 1
K
2,5
1:X=[ 25
64 A

Abstand Punkt - Ebene

E :12x9 + 523 — 60 = 0

0
np = 12 Normalenvektor der Ebene
5
0
[ngl=| 12 | |=V0+122+52 =169 =13
5

Hesse-Normalenform EMNF der Ebene aufstellen:
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Erlduterung: Hesse-Normalenform der Ebene

Die Hesse-Normalenform EM™F ciner Ebene E entsteht durch Teilung der Norma-

lenform der Ebene E mit dem Betrag des Normalenvektors \n'b)|
Beispiel:

E:x14+2x0+2rx3—4=0

1
ng=| 2 = |ngl=Vvi+a+4=3
2

. 1
EHerg-(x1+2z2+2$374):0

1
EHNE 73 (1222 + 523 = 60) = 0

Erlduterung: Ldngeneinheit

Der Abstand soll 50 cm betragen. Da eine Léngeneinheit im Koordinatensystem
einem Meter in der Realitét entspricht, muss der Abstand gleich 0,5 gesetzt werden.

Abstand Ebene zu Geradenpunkt gleich 0,5 setzen:

Erlduterung: Abstand Punkt - Ebene

Durch Einsetzen der Koordinaten eines Punktes P in die Hesse-Normalenform
EUNF der Ebene E (zwischen Betragsstriche), bestimmt man den Abstand d(P, E)
des Punktes zur Ebene.
Beispiel:

1
EUNE 3 @1+ 202+ 205 —4) =0
P(1)3] - 6)

1 . 9

d(P,E) = g'(1+2'3+2~(—6)—4) ‘ = ‘—§’=3

In diesem Fall wird der allgemeine Geradenpunkt (2,5(2, 5|6 4+ X) eingesetzt.

© Abiturloesung.de



Seite 17

Abiturloesung.de - Abituraufgaben

1
Nﬁ(m-z5+5m6+mgﬁm‘:q5

1
hﬂw+w+w-mﬂ:u5

1
h§647Q5
1
A|=0,5-13-2=1,3
5
A=+1,3

Koordinaten der Lichtquelle bestimmen:

Erlduterung: Lage des Punktes

Die Lichtquelle liegt innerhalb des Zeltes, deswegen kann nur der Wert A = —1,3

richtig sein.
N 2,5 0
L=1|25|-13-:
6 1
L(2,5|2,5|4,7)

Alternative Ldsung

Abstand zur Ebene F:

F 1221 —52x3=0

12

n_F) = 0 Normalenvektor der Ebene F
-5

|np| =13

Hesse-Normalenform F'™NF der Ebene aufstellen:

L1
FHNE e (1221 — 523) =0

Abstand Ebene zu Geradenpunkt gleich 0,5 setzen:

1
73 (1225 -5-(6+1) =0.5
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1
— (30-30-5\)| =05
¢ | -0
1
.5 =
‘ 3 5 0,5
1
|=Al=05-13. > =1,3
5
A=41,3

Koordinaten der Lichtquelle bestimmen, indem A in die Geradengleichung eingesetzt wird
(vgl. vorherige Losung).

Teilaufgabe Teil B e (2 BE)

Bestimmen Sie eine Gleichung der Symmetrieachse g des Dreiecks C' D S.

Losung zu Teilaufgabe Teil B e

Mittelpunkt einer Strecke

A¥z g

X1

D(0[5]0)
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C(515]0)

Erlauterung: Mittelpunkt einer Strecke

Die Formel fiir die Berechnung des Mittelpunktes M zwischen zwei Punkten A
und B lautet:

Geradengleichung aufstellen

0
Gerade durch ]\_/I> parallel zur Ebene E : 7 o| 12 | =0 aufstellen:
5
———
T

Erlduterung: Geradengleichung

Eine Gerade [ ist durch einen Ortsvektor ? und einen Richtungsvektor o
eindeutig bestimmt:

l:?:?Jru-? ,peR

Wenn M als Aufpunkt genommen wird, dann ist ]Tf) der Ortsvektor (des
Aufpunkts) der Geraden g.

Als Ortsvektor wird ein Vektor genommen, der senkrecht zum Normalenvek-
tor der Ebene verlduft. Das Skalarprodukt der beiden Vektoren muss somit 0

ergeben.
0 0
of 12 | =0+60-60=0
—12 5
2,5 0
g: }2: 5 + A 5
0 —12
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Teilaufgabe Teil B f (5 BE)

Ein Teil der Zeltwand, die im Modell durch das Dreieck C' D S dargestellt wird, kann mit-
hilfe zweier vertikal stehender Stangen der Lénge 1,80 m zu einem horizontalen Vordach
aufgespannt werden (vgl. Abbildung 2). Die dadurch entstehende 1,40 m breite Offnung
in der Zeltwand wird im Modell durch ein Rechteck dargestellt, das symmetrisch zu g
liegt. Dabei liegt eine Seite dieses Rechtecks auf der Strecke [C' D]. Berechnen Sie den
Flacheninhalt des Vordachs.

Abb 2

1,80 m

1,40 m

Losung zu Teilaufgabe Teil B f

Koordinaten von Punkten ermitteln
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X3\ g
S
1
M
Ad . >
1L 1 D *2
M

BN

x1
2,5 0
g: X = 5 +A 5 (s. Teilaufgabe Teil B e)
0 —12
2,5
g: X = 5451
—12X

Erlduterung: Lage des Punktes

Der Punkt M™ liegt auf der Geraden ¢ und hat nach Konstruktion einen Abstand
von der horizontalen Ebene von 1,8 m.

Seine x3-Koordinate hat somit den Wert 1,8.

-122=1,8 = A=-0,15

2,5 0 2,5
=5 |05 5 |=| 42
0 ~12 .8
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Erlduterung:

Die Strecke [M M*] entspricht der Hohe der Offnung bzw. des Vordachs.

2,5 2,5 0
MM == a2 |- 5 |=( -0
1,8 0 1,8

Erlduterung: Betrag eines Vektors

Die Linge (bzw. der Betrag) | @| eines Vektors @ =

2

al al
|'d| = as = as =/a}+d%+d2
as asz

—
M M*| =1/(-0,75)% + 1,82

A=1,4-1/(=0,75)> + 1,82 ~ 2,73 m?

ay
az
as

ist gegeben durch:
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