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Losung zu Teilaufgabe 1.1 (4 BE)

Von einem Wiirfel sind die 3 Eckpunkte A(-4 |3,/ B(1|1]1) undD(-4|6|1)
gegeben. Die Koordinaten der restlichen Eckpunkig zu bestimmen.

Aus der Differenz der x-Koordinaten der Punkte Al
1-(4)=1+4=5

lasst sich die Seitenlange 5 des Wirfels berechpamit ergibt sich
C(1]6]1) E(-41116) F(1]1]6) GE1 6) H(-416]6)

fur die fehlenden Eckpunkte.

Die Zeichnung zeigt den Wirfel parallel zur x-y-lBbém Abstand einer Langen-
einheit
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Lésung zu Teilaufgabe 1.2 (5 BE)

Wie aus dem Tipp ersichtlich muss zunachst die @edarch den Punkt
L(-40| 23| 26) und dem Eckpunkt E( -4 | 1) pifgestellt werden.

N
-4 -40 36 Beachte : Q
Richtungsvektor LE=| 1 |-| 23 |=|-22 . , ,
Bei Schattenaufgaben sind zwei
6 26 -20 verschiedene Anséatze zu unter-
scheiden.
-40 36 Bei punktférmigen Lichtquellen
) - (Lichtquelle L) erhalt man die Bild
Geradengleichung  gx =| 23 |+r[]-22 punkte, indem man jeden Punkt P
26 -20 mit L verbindet und die Gerade

durch die Punkte L und P mit der
Projektionsebene schneidet.

Der Durchstof.?,punkEXy der Geraden g mit der Projektionsebene, hier der x-

Ebene z = 0 ergibt den gesuchten Bildpunkt. Bei parallelem Licht (z.B. Sonnen;
strahlen) sucht man den Schnitt-

punkt der Geragh durch P und de

-40 36 X Richtungsvektor der Sonnenstrah
AuS 23 |+ri-22|=|y mit der Projektionsebene

26 =20 0

26-20r =0
folgt 20r = 26
r=13

-40 36 68
und damit 23 |+ 1301-22|=| =56 | fur den Ortsvektor vor’EXy

26 =20 0

E, = ( 6,8|— 5,6|O) ist die gesuchte Lésung

Teilaufgabe 1.3.1

Ein Beobachter im Punkt P ( 20 | -7 | 16 ) siebtRigflexion der punktférmigen
Lichtquelle L aus Aufgabe 1.2 im Punkt R ( 0 |63)|auf der Oberseite des Wrfels.
Dieser Sachverhalt wird in der folgenden Skizzeydstellt :
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Man erkennt die Oberseite des Wiirfels (gelb) mih dekpunkt A, die Lichtquelle
L und das Auge des Betrachters P. Die Ebene EXkettkrecht zur Oberseite des
Waiirfels durch P und L verlauft, schneidet die Wiatherseite in der Geraden g

Losung zur Teilaufgabe 1.3.1 (7 BE)

Zu zeigenist : R (0]3]|6) liegt auf dereroSchnittgeraden g. Zur Herleitung
von g muss zunachst die Ebenengleichung von Eélierserden :

Die Ebene E1 enthéalt die Punkte L und P und sw&tkrecht auf der Wirfeloberseite
0

und damit auch senkrecht zur x-y-Ebene. Damitast\uektor V; =| O | einer der

1
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beiden Richtungsvektoren von E1. Den zweiten Rindguektor erhalt man aus dem
Verbindungsvektor der beiden Punkte P und L, also
20 -40 60 6
v =LP=0P-0OL=|-7|-| 23 |=|-30|=1001-3
16 26 -10 -1
6
und dieser Vektor ist kollinear zuv, =| —3
-1
Damit haben wir eine Parameterdarstellung der EBdngewonnenen :
20 6 0
El: Xx=|-7|+rI-3|+sl0
16 -1 1
Die Oberseite des Wiirfels ist Teil einer Ebenedi parallel zur x-y-Ebene im
Abstand 6 Langeneinheiten verlauft. Also gilt: N

z2=6

Zur Bestimmung der Schnittgeraden dieser beidemé&bbieten sich eine Reihe
von Verfahren an. An dieser Stelle verwenden wir @lipp und wandeln zunéchst
die Ebene E1 mit dem Eliminationsverfahren in deoKlinatenform um .

| -

Lagebeziehung von Q
Ebenen

Sind zwei Ebenen

in Koordinatenform

gegeben, so erhéalt man ihre
Schnittgerade durch Lésen des
zugehdrigen unterbestimmten li{
nearen Gleichungssystems.

Ist dieses Gleichungssystem un
|6sbar, sind die Ebenen parallel
ist das lineare Gleichungssyster
allgemeingliltig, sind die beiden
Ebenen identisch

=

20 6 0
~7|+r-3|+si0|=x=
16 -1 1 z
(1) 20+ 6r =X
Daraus folgt () -7-3r=y | [ﬂ+ 2)
(1r) 16-r +s=1z

Durch Addition der Gleichung (I) zum Doppelten @eichung (II)
erhélt man sofort die gesuchte Koordinatenformktsne E1 :

El: 6 = x+2y
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(1) x+2y=6

Das unterbestimmte Gleichungssystem
(1) Z=6

lasst sich mit dem ,Gauf3schen Algorithmus" reléicht I16sen. In der Gestalt
(1) 1 2 0 |
(1) 0 01|
() 0 0 0 |

o o O

sieht man sofort z=6, y=t undaus 2+6 folgt x=6-2t. Der Loésungs-
vektor hat also die Gestalt

x| (6-2t) (6 -2
x=yl=| t |=|0|+t0 1
z 6 6 0

uns das ist die gesuchte Schnittgerade g dermé&benen E1 und E2. Abschlie-
Bend soll noch gezeigt werden, dass der Punkt Riesér Geraden liegt.

Die Punktprobe liefert fir

6 -2 0
Oo(+tly 1 |=|3
6 0 6

das Ergebnis 6 - 2t=0 unddamit t=3.

Fir t =3 liegt also der Punkt R auf der Sclgeithden. Damit ist der erste Teil der
Aufgabe 1.3 erledigt und es folgt die

Lésung zur Teilaufgabe 1.3.1 (6 BE)

Zu zeigen ist, dass auch die zweite Bedingunglei$ii dass der Einfallswinkel
zwischen dem einfallenden Lichtbiindel und dem Ndéemaektor der Wiirfelober-
seite im Punkt R gleich dem Ausfallswinkel zwisclim reflektierten Lichtbindel
und diesem Normalenvektor ist. Bezogen auf dieZ&kieil3t das, es ist zu zeigen

dass die Betrage der Winkedt =< ( TRL) undf=< ( PRT) gleich grof3 sind.
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Im Fall des Winkelsa ist also der Winkel zwischen den Vektord?l: und ﬁ

im Fall von 3 der Winkel zwischen den Vektoreﬁ; und ﬁ Zu berechnen.

20 0 20 -40 0 -40
Mt RP=|-7|-|3|=|-10| und RL=| 23 |-|3|=| 20
16 6 10 26 6 20
0
sowie dem NormalenvektorEl: =| 0| ergibtsich
1
-40) (0
20 |IO
20 1
codar) = __20 _ 20 _1_46
-40) |(0) 240031 203/6 6 6
20 (010
20 1
20) (0
-10|0J0O
10 1
und codp) = __10 _ 10 _1_+6
20\ |(0y 60031 106 +6 6
=-10(0J O
10 ) (1

und damit ist auch die zweite Bedingung erfiillt.

Losung zur Teilaufgabe 2.1 (4 BE)

In dieser Aufgabe soll eine Abbildungsmatrix gefendverden, welche das dreidi-
mensionale Koordinatensystem in ein ,deckungsgésthkweidimensionales Koor-
dinatensystem uberfiihrt. Dabei sollen die Koordinatspriinge und die x-Achse
des zweidimensionalen Systems mit der y-Achse oidithensionalen Systems
sowie die z-Achse des 3-D-Koordinatensystems nuiyyeechse des 2-D-Systems
Ubereinstimmen.

Aus den dreidimensionalen Einheitsvektoren ergeii@nneue zweidimensionale
Vektoren.
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Laut Material 2 zur Aufgabe 2.1 wird also der Eitbwektor
O 1 N
1| aufden Vektor( ] der Tafelebene abgebildet . \Q"
0 Zur Erinnerung : =
0

AuRRerdem erkennt man in der Skizze auch die Bili@eheiden anderen (roten
Einheitsvektoren

Ein wichtiger Satz zur Erzeugung eing
Abbildungsmatrix M ist der folgende :

In den Spalten der Matrix M stehen
die Bilder der Einheitsvektoren.

Beispiel : Wird der Einheitsvektor

1 0
0 | auf den Vektor| 2 |abgebildet,
0 0

hat die 1. Spalte der Abbildungsmatrix
M folgendes Aussehen :

Die beiden Ubrigen Spalten bildet man
analog aus den Bildern des zweiten u
dritten Einheitsvektors

nd

z
1
A
05
0
I -05 0 0.5 1
y
1 -05
+1,5
X
-1
1
-05
Neben dem Vektof O | mit dem Bildvektor 5 wird
O )
0
0 :
0| aufden Vektor L abgebildet.
1

Nach dem Satz : In den Spalten der Matrix steherBdder der Einheitsvektoren
ergibt sich die gesuchte Abbildungsmatrix T zu
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-05 10
T =
(—0,5 0 1}

Am Beispiel des Punktes D kann man die Richtigkeit T Uberprifen. Mit Hilfe
der Matrix-Vektormultiplikation muss gelten :

M°&5 =@ , also

-4
=05 1 0\ | |_ - 050{-4) +16+001) (2+6) (8
-05 0 1) | | -o050f~4)+0B+11) (2+1) |3

ged.

0O 00
Eine alternative Losung ware die Matrix T3 =05 1 0| gewesen. Sie er-
-05 0 1

zeugt aus dem Punkt D (-4 |6 |1) den BildpuDk{ O | 8 | 3 ). T2 beschreibt eine
Abbildung des dreidimensionalen Raum in den dregdisionalen Raum, namlich
die Projektion aller Punkte des R? auf eine Ebandiesem Fall die y-z-Ebene.

L6sung zur Teilaufgabe 2.2 (4 BE)

cosa -sina O
Gegeben war die Matrix F|=Sina@ cosa 0 |. Sie beschreibt eine Drehung
0 0 1

aller Punkte des dreidimensionalen Raumsden Betrag eines Winkets um die
z-Achse.

Die Produktmatrix M =T [F beschreibt die Hintereinanderausfiihrung von zwei

Abbildungen. Da die Matrixmultiplikation im allgenmen nicht kommutativ ist,
kommt es dabei auf die Reihenfolge der Abbildungen

Im Sachzusammenhang bedeutet die Anwendung deixNtatzundchst eine Dre-

hung des gegebenen Wiurfels um den Winkem die z-Achse und anschlieRender
Projektion des Bildwurfels auf die zweidimensiongie-Ebene.

Abitur Hessen 2014 LK Aufgabe B2

Helmut Stapp



